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ДІАГНОСТИКА ТРІЩИН В СТЕРЖНЯХ НА ОСНОВІ НЕЛІНІЙНИХ 
РЕЗОНАНСІВ ПРИ ВАРІЮВАННІ АСИМЕТРІЇ ЗМУШУВАЛЬНОЇ СИЛИ 
 
Бовсуновський О.А., Інститут проблем міцності НАН України ім. Г.С.Писаренка,  
м. Київ, Україна 
 
Асиметрія змушувальної сили змінює стан тріщини, повністю або частково відкриваю-
чи або закриваючи її. В результаті нелінійність коливань стержня з тріщиною втоми при 
суб- і супергармонічних резонансах змінюється в широких межах. На основі цього явища 
розроблено метод діагностики тріщин  у стержнях з різними крайовими умовами 
 
Вступ 
Аналіз літератури дозволяє зробити висновок, що тріщини втоми є най-
більш розповсюдженим типом пошкодження динамічно навантажуваних конс-
трукцій. Своєчасне виявлення втомного пошкодження особливо актуальне для 
авіації, атомних енергетичних установок, хімічного виробництва тощо. Тому 
створення ефективних методів діагностики пошкоджень є важливою науково-
технічною проблемою. 
Раніше у багатьох теоретичних і експериментальних роботах було показано 
[1], що тріщина спричиняє зменшення власних частот конструкцій і спотворен-
ня форм їх коливань. Однак вібраційні методи діагностики пошкодження, що 
базовані на врахуванні змін власних частот і форм коливань, виявились мало-
чутливими. Як показали останні дослідження [2] найбільш чутливими до наяв-
ності тріщин виявилися так звані нелінійні ефекти, а саме суб- і супергармоніч-
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ні резонанси, а також суттєва нелінійність коливань при цих нелінійних резона-
нсах. 
Ідея моделювання коливань конструкційних елементів, що при експлуатації 
зазнають одночасного впливу знакоперемінного і статичного навантаження 
(мости, крила літаків, лопатки газотурбінних двигунів, тощо), була вперше зре-
алізована в дослідженнях [3-5]. Внаслідок цих досліджень було показано, що 
величина і знак статичного навантаження (розтягування або стискання) впли-
вають на власні частоти стержнів з різними крайовими умовами в такій же мірі, 
як параметри тріщини (розмір і розташування). 
Аналітичні дослідження коливань стержня Бернуллі-Ейлера з тріщиною по-
казали [6], що чим більшою є асиметрія змушувальної сили, тим меншою є не-
лінійність його резонансних коливань.  У випадках, коли тріщина під дією ста-
тичної складової змушувальної сили залишається відкритою або закритою при 
коливаннях стержня, нелінійність цих коливань повністю зникає. 
Отже, можна очікувати, що поєднання двох ідей, а саме штучна зміна стану 
тріщини (тобто повне або часткове закриття чи відкриття тріщини) внаслідок 
додавання статичної складової різної величини до гармонічної змушувальної 
сили і оцінка при цьому відповідних змін нелінійності коливань при суб- і су-
пергармонічному резонансах, може бути основою для створення ефективного 
вібраційного метода діагностики пошкодження. 
 
Мета дослідження 
Метою дослідження було створення скінчено-елементної моделі стержня з 
тріщиною, що закривається, і встановлення з її допомогою закономірностей 
впливу асиметрії змушувальної сили на рівень нелінійності коливань стержня 
при субгармонічному порядка 1/2 і супергармонічному поряка 2/1 резонансах з 
метою розробки чутливого вібраційного метода діагностики втомного пошко-
дження елементів конструкцій. 
 
Модель стержня з тріщиною 
Чисельні дослідження було 
виконано за допомогою скінчено-
елементної моделі стержня з 
тріщиною (рис. 1; де h і b – висота і 
ширина поперечного перерізу, а – 
розмір тріщини). Модель складалася 
з 21 елемента. Тріщина моде-
лювалася коротким елементом (його 
довжина складала 10% від довжини 
звичайного) зі зменшеною 
жорсткістю. Результатом 
використання короткого елемента 






Рис. 1.  Скінчено-елементна  
модель стержня з тріщиною 
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За припущенням система мала несиметричну кусковолінійну характеристи-
ку відновлювальної сили Pr (рис. 2). Тому коливання стержня з тріщиною, що 
закривається, описувались системою двох лінійних диференційних рівнянь:  
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } { }
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                   (1) 
де [M] – матриця мас; [D] і [Dd] – матриці демпфірування; [K] і [Kd] – матриці 
жорсткості; {x} – вектор узагальнених вузлових переміщень; {P} – вектор екві-
валентних вузлових сил; {Pst} – матриця-стовпчик статичних складових еквіва-
лентних вузлових сил; ωP – частота змушувальної сили.  
Параметри стержня із закритою тріщиною наведено без індексів, а з відкритою 
















Рис. 2. Характеристики відновлювальної сили стержня з тріщиною 
при різних знаках статичної сили 
Для зменшення часу на обчислення при чисельному вирішенні рівнянь (1) 
було застосовано суперпозицію форм коливань. Система рівнянь (1) була при-
ведена до нормальних координат [2]:  
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?? ?                     (2) 
де [I] – одинична матриця мас; [ω2] – діагональна матриця власних кутових час-
тот системи; [Λ] – матриця демпфірування; {R} – вектор зовнішніх зусиль; 
{Rst} – вектор статичних зовнішніх зусиль; {q} – нормальні координати. 
 Для визначення локальної піддатливості елемента, що моделює тріщину, 
був використаний енергетичний метод, за яким додаткова енергія деформації 
стержня, зумовлена тріщиною, визначалася за підходами механіки руйнувань 
через коефіцієнт інтенсивності напружень.  
Статична складова змушувальної сили частково або повністю закриває або  
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відкриває тріщину. Вид пружної відновлювальної сили у випадках статичної 
складової різного знаку наведено на рис. 2 (A і AO – це амплітуди напівциклів 
коливань стержня, коли тріщина закрита і відкрита, відповідно). Умовно при-
йнято, що статична сила, яка намагається закрити тріщину, є позитивною, в ін-
шому випадку – негативною. Як видно, знак статичної складової суттєво змі-
нює характеристику відновлювальної сили стержня. Як наслідок можна очіку-
вати значну різницю нелінійності коливань стержня при нелінійних резонансах 
у цих трьох випадках. Очевидно, що така різниця існує тільки при наявності 
тріщини. Отже, якщо асиметрія змушувальної сили будь-якого знаку зумовлює 
зміну нелінійності коливань при суб- і супергармонічному резонансах, то є 
ознакою наявності тріщини. 
Внаслідок експериментальної апробації моделі була показана її здатність 
передбачати вплив параметрів тріщини на власні частоти і форми коливань, на 
характеристики демпфірування, а також на прояв нелінійних ефектів [7]. 
 
Аналіз результатів обчислень 
Булі досліджені нелінійні резонанси стержнів з різними крайовими умова-
ми, а саме консольний і на двох опорах (рис. 3; де L – довжина стержня; Lc – 
місцеположення іщини). Розміри кон-
сольного стержня були наступними: 
L=0,23 м; h=0,02 м; b=0,004 м. Розміри 
стержня на двох опорах були наступни-
ми: L=6 м; h=0,5 м; b=0,5 м. У всіх випа-
дках відносний розмір тріщини був 
a/h=0,2. Модуль пружності, густина і де-
кремент коливань матеріалу стержнів 
був E=206 ГПa, ρ=7850 кГ/м
тр
3 і δ=0,01, 
відповідно. 
Змушувальна сила прикладалася до 
кінця консольного стержня і до середини 
стержня на двох опорах. При цьому роз-
раховувався коливальний процес при-
скорення кінця консольного стержня і середини стержня на двох опорах, тобто 
у місцях найбільшої амплітуди першої форми коливань цих стержнів. Неліній-
ність коливань при обох нелінійних резонансах визначалась відношенням амп-
літуди домінуючої (добто найбільшої) гармоніки у спектрі коливань до амплі-
туди першої гармоніки (A1). При супергармонічному резонансі порядка 2/1 до-
мінуючою є друга гармоніка (A2), а при субгармонічному резонансі порядка 2/1 






Рис. 3. Граничні умови і спосіб на-
вантаження стержнів 
Як видно з рис. 4, нелінійність коливань консольного стержня при обох не-
лінійних резонансах суттєво залежить від відносної величини статичної складо-
вої змушувальної сили, яка визначалась як відношення статичного зусилля до 
амплітуди гармонічнох змушувальнох сили. Нелінійність спочатку поступово 
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знижується зі зростанням статичного зусилля незалежно від його знаку, а потім 
різко падає до нуля при досягненні статичною складовою певного значення. 
При цьому, якщо супергармонічний резонанс зникає повністю при відношенні 
Рst/Р=2, то субгармонічний резонанс – значно раніше, при Рst/Р=1.  
Чим далі тріщина від защемлення, тим менші зміни його жорсткості вона 
спричиняє. Саме тому рівень нелінійності коливань стержня з тріщиною посе-
редині (Lc/L=0,5) при супергармонічному резонансі виявився вдвічі нижче, ніж 
у випадку знаходження тріщини поблизу защемлення (Lc/L=0,1). Крім того, у 
випадку Lc/L=0,5 супергармонічний резонанс зникає при меншій асиметрії 
змушувальної сили, ніж у випадку Lc/L=0,1.  



























Рис. 4. Залежності нелінійності коливань при супергармонічному поряд-
ка 2/1 (а) і субгармонічного порядка 1/2 (б) резонансів консольного стержня 
від величини статичної складової змушувальної сили: 
⎯⎯⎯ Lc/L=0,1;  - - - - -, Lc/L=0,5 
Субгармонічні резонансні коливання стержня з тріщиною посередині взага-
лі не виникли. Причиною цього явища, як було показано у [7], є недостатня для 
збудження цього резонансу нелінійність системи.  
Якісно залежність нелінійності коливань стержня при суб- і супергармоніч-
ному резонансах від статичної складової змушувальної сили зберігається такою 
ж і при інших крайових умовах. Однак якісно ці залежності розрізняються.  
Так для стержня на двох опорах, збуджуваного прикладеною посередині си-
лою, найбільша нелінійність супергармонічних коливань має місце, коли трі-
щина знаходиться посередині (рис. 5). Рівень цієї нелінійності практично такий 
самий, як і у випадку консольного стержня з тріщиною біля защемлення, оскі-
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льки в цих двох випадках тріщина в процесі її періодичного відкриття-закриття 
зумовлює найбільшу зміну їх жорсткості при коливаннях. Саме тому тріщина, 
розташована ближче до опори, спричиняє нижчу нелінійність коливань при 
субгармонічному резонансі. Наприклад, при Lc/L=0,25 максимальний рівень 
нелінійності супергармонічних коливань стержня на двох опорах майже у два 
рази нижчий, ніж у випадку Lc/L=0,5. 
При субгармонічному резонасі у даному конкретному випадку рівень нелі-
нійності коливань майже на порядок нижчий, ніж при супергармонічному резо-
нансі. Більше того, нелінійність коливань при субгармонічному резонасі стерж-
ня з тріщиною у перетині Lc/L=0,25 виявилася більшою, ніж у випадку Lc/L=0,5. 
Це співвідношення якісно протилежні отриманому для супергармонічного ре-
зонанса. Проте вплив стану тріщини на нелінійність коливань при субгармоніч-
ному і супергармонічному резонансах якісно ідентичні. 




























Рис. 5. Залежності нелінійності коливань при супергармонічному порядка 2/1 
(а) і субгармонічного порядка 1/2 (б) резонансів стержня на двох опорах 
від величини статичної складової змушувальної сили:  
⎯⎯⎯ Lc/L=0,1;  - - - - -, Lc/L=0,5 
Отже, наявність тріщини втоми може бути діагностованою без будь-якої 
попередньої інформації про вібраційні характеристики конструкції у непошко-
дженому стані, що є необхідним для інших вібраційних методів діагностики 
пошкодження. Якщо зміна асиметрії змушувальної сили призводить до зміни 
нелінійності коливань при нелінійних резонансах, то можна прогнозувати наяв-
ність тріщини у об’єкті діагностики. Якщо ж таких змін не відбувається, то 
пошкодження типу тріщини відсутнє. 
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Розроблена скінчено-елементна модель стержня з тріщиною, що закрива-
ється, за допомогою якої встановлено, що штучна зміна стану тріщини через 
варіювання асиметрії змушувальної сили призводить до зміни нелінійності ко-
ливань при суб- і супергармонічних резонансах. Отже, зміна нелінійності коли-
вань при будь-якому нелінійному резонансі внаслідок додавання статичної 
складової до гармонічної змушувальної сили є чутливою ознакою наявності 
тріщини. Очевидною перевагою запропонованого методу діагностики пошко-
дження є відсутність необхідності попередньої інформації про вібраційні хара-
ктеристики конструкції у непошкодженому стані 
Перспективами подальших досліджень є експериментальна апробація за-
пропонованого методу та розробка чутливого вібраційного метода діагностики 
втомного пошкодження елементів конструкцій. 
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Бовсуновский О.А. Диагностирование 
трещины усталости в стержнях на основе 
анализа их нелинейных резонансов в 
условиях варьирования асимметрии вы-
нуждающей силы 
Асимметрия вынуждающей силы изменяет 
состояние трещины, полностью или частич-
но открывая или закрывая ее. В результате 
нелинейность колебаний стержня с трещи-
ной усталости при суб- и супергармоничес-
ких резонансах изменяется в широких пред-
елах. На основе этого явленя разработан 
метод диагностики трещин усталости в сте-
ржнях с разными краевыми условиями. 
Bovsunovsky O.A. Diagnostics of fatigue 
crack in beams based on the analysis theirs 
non-linear resonances in condition of 
asymmetry of driving force variation 
The asymmetry of the driving force changes a 
crack state that is partially or fully closing or 
opening it. As a result the vibration response 
non-linearity of a beam with a fatigue crack at 
sub- or superharmonic resonances changes in a 
wide range. Based on this phenomenon it was 
developed the method for the diagnostics of 
fatigue cracks in beams with different boundary 
conditions. 
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